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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта маленькая книжка адресована родителям млад-
ших школьников, а также учителям начальных классов 
и студентам пединститутов. Законы арифметики ребе-
нок познает, прежде всего, оперируя конечными мно-
жествами материальных предметов, пересчитывая их, 
объединяя и пересекая множества, удаляя из множества 
объектов часть и т.д. Именно предметные действия 
позволяют ребенку органично воспринять арифметику, 
поверив собственным глазам, а не чисто механически 
зазубрив то, что сказал учитель. 

Совершенно очевидно, что предметные действия 
должны быть, по возможности, разнообразными.  
В этой книжке мы предлагаем ряд несложных матема-
тических опытов с чашечными весами; опыты эти поз-
воляют проверить (или, если угодно, установить) 
справедливость законов арифметики для операций 
первой ступени – сложения и вычитания (законы вто-
рой ступени – умножение и деление – затронуты лишь 
отчасти). 

Кроме того, с помощью простейшего оборудования 
удается наглядно продемонстрировать, почему при 
решении линейных уравнений и неравенств “можно 

переносить слагаемое в другую часть с другим зна-
ком”. Надо сказать, что не раз мы сталкивались с тем, 
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что первокурсники не могут объяснить, откуда это 
правило берется (школьное правило принято “на ве-
ру”, без понимания). Наглядный опыт с чашечными 
весами, на наш взгляд, был бы крайне полезен для ис-
правления ситуации, да и вообще для развития вооб-
ражения. 

В заключение заметим следующее. Ребенок (млад-
ший школьник) познает математические законы и пра-
вила на примерах, а затем, руководствуясь своей спо-
собностью к обобщению, воспринимает, так сказать, 
“общий случай”, когда используются буквенные обо-
значения вместо конкретных чисел. Некоторым детям 
этот переход дается труднее, чем остальным. И здесь 
учителю (и родителям) нужно, на наш взгляд, прояв-
лять осторожность. Например, непонимание того, что 
значит выражение “a и b – произвольные числа” в 
формулировке переместительно закона a + b = b + a, 
может говорить не только об отсутствии математиче-
ских способностей, но, напротив, о глубине восприя-
тия математики и стремлении дойти “до самой сути”.  

Авторы признательны Е.А. Ивановой и Н.Н. Лав- 
ровой за полезные обсуждения. 

Авторы 
Москва, сентябрь 2019  
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1. Коммутативность сложения. Пример 

 

 
Рис. 1 

 

Итак, мы начали с конкретного примера. Порядок 
слагаемых определяется очередностью помещения 
грузов на чаши весов. Для практической демонстра-
ции, очевидно, можно брать любые грузы (не обяза-
тельно с целочисленными весами). Ясно также, что 
практическая демонстрация произведет на детей неиз-
меримо более сильное впечатление, чем рассматрива-
ние картинок.  
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2. Коммутативность сложения.  
Общий случай 

 

 
Рис. 2 

 

А вот это – уже общий случай. Двух-трех практи-
ческих демонстраций с конкретными предметами 
наверняка будет достаточно для того, чтобы ребенок 
воспринял этот закон арифметики в общем виде. Воз-
можно, следует объяснить ребенку, что a + b = b + a – 
это не одно равенство, а целая серия, бесконечная со-
вокупность равенств, куда вместо букв можно под-
ставлять произвольные (натуральные) числа. 
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3. Ассоциативность сложения.  
Пример 

 

 
Рис. 3 

 

Опять начинаем демонстрацию арифметического 
закона на конкретном наборе чисел. В дальнейшем де-
лать этого уже не будем, сразу переходя к буквенным 
обозначениям. 
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4. Ассоциативность сложения.  
Общий случай 

 

 
Рис. 4 
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5. Обратность вычитания к сложению 

 

 
Рис. 5 

 

Здесь предполагается, что a ≥ b. 
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6. Обратность вычитания к сложению  
(окончание) 

 

 
Рис. 6 

 

А здесь, в отличие от предыдущего, условие a ≥ b 
оказывается излишним.   
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7. Вычитание числа из суммы 

 

 
Рис. 7 

 

Здесь предполагается, что a ≥ c. 
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8. Вычитание суммы из числа  

 

 
Рис. 8 

 

Этот опыт имеет смысл, только если a ≥ b + c.  
Поэтому неравенство a ≥ b должно выполняться  
автоматически. 
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9. Вычитание разности из числа 

 

 

Рис. 9 

 

Предполагается, что (a + b) ≥ c ≥ b. 
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10. Вычитание суммы из суммы 

 

 
Рис. 10 

 

Снова, как и выше, предполагается, что все участ-
вующие в формуле разности неотрицательны. В даль-
нейшем повторять это очевидное условие не будем. 
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11. Перенос слагаемого из левой части уравнения  
в правую (с минусом) 

 

 
Рис. 11 

 

Этот опыт и следующий за ним – наверное, самые 
важные в нашей книжке. Груз весом b килограммов, 
лежавший на левой чаше весов (см. верхний рисунок), 
удаляется оттуда и подвешивается через блок к грузу, 
лежащему в правой чаше (см. нижний рисунок).  

Вопрос: «А сохранится ли равновесие при переносе 
груза?» задают даже взрослые, недоверчиво относящи-
еся к применению математических законов к практике. 
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12. Перенос вычитаемого из левой части уравнения 
в правую (с плюсом) 

 

 
Рис. 12 

 

Этот опыт (как и предыдущий) крайне желательно 
провести на практике, не ограничиваясь рассмотрени-
ем рисунков. 
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13. Вычисление разности двух неизвестных 

 

 
Рис. 13 
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14. Сложение неравенств 

 

 
Рис. 14 
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15. Вычитание неравенств 

 

 
Рис. 15 
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16. Перенос слагаемого из левой части неравенства 
в правую (с минусом) 

 

 
Рис. 16 
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17. Перенос вычитаемого из левой части  
неравенства в правую (с плюсом) 

 

 
Рис. 17 
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18. Коммутативность умножения 

 

 
Рис. 18 

 

Демонстрируем коммутативность умножения, т.е. 
формулу ab = ba, на частном примере. 

Обосновывать эту формулу, конечно, следует,  
работая с объединением конечных непересекающихся 
равночисленных множеств. Однако предлагаемый 
опыт тоже может быть полезен, как взгляд на пробле-
му с иной точки зрения. 
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19. Ассоциативность умножения 

 
Рис. 19 

 

Вообще говоря, ассоциативность операции умно-
жения натуральных чисел выражается формулой 

(ab)c = a(bc).   (*) 

Однако соотношение (ab)c = (bc)a оказывается бо-
лее удобным для демонстрации на чашечных весах; 
оно равносильно соотношению (*) в силу коммута-
тивности умножения. 
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20. Разделение сыпучего груза на равные доли 

 

 
Рис.20 

 

В силу закона рычага выделение 1/(n + 1) доли сы-
пучего груза возможно на неравноплечих чашечных 
весах, если эти весы предварительно приведены в 
уравновешенное состояние (см. рис.20). Мы предо-
ставляем читателю возможность самостоятельно разо-
браться с тем, как следует действовать, чтобы разде-
лить весь груз на n+1 равных частей. 
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21. Задача о неправильных чашечных весах 

Определение. Чашечные весы назовем неправиль-
ными, если выполнены следующие два условия: 

а) весы не уравновешены; 
б) плечи весов разной длины, причем точное соот-
ношение их длин неизвестно.  

 
Рис. 21 

 

Замечание. Эта задача представляет собой некото-
рое обобщение замечательной задачи № 132 из книги 
[1], где в качестве реквизита используется только одна 
гиря весом в 1 кг и требуется точно отвесить на непра-
вильных чашечных весах один килограмм крупы.
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22. Неправильные чашечные весы и задача Баше 

Предыдущая задача естественным образом соеди-
няется с известной задачей Баше о наименьшем коли-
честве гирь, необходимых для взвешивания (на пра-
вильных чашечных весах) любого целочисленного 
груза в заданном весовом интервале. Решением задачи 
Баше, как известно, является набор гирь с весами, яв-
ляющимися последовательными степенями тройки: 

1 кг, 3 кг, 9 кг, 27 кг, 81 кг, ... . 

В частности, для взвешивания любого целочислен-
ного груза в интервале от одного до сорока килограм-
мов (включительно), достаточно первых четырех гирь 
из перечисленного выше набора. Покажем на примере, 
как с помощью гирь весом в 1 кг, 3 кг, 9 кг, 27 кг 
уравновесить на правильных чашечных весах груз ве-
сом 22 кг. 

Прежде всего, представим запись числа 22 в тро-
ичной системе, а затем преобразуем эту запись: 

22 = 2×32 + 3 + 1 = (3 – 1)32 + 3 + 1, 

откуда имеем 

22 + 9 = 27 + 3 + 1. 

Итак, для достижения равновесия на одну чашу 
обычных (правильных) весов нужно поставить наш 
груз (22 кг) и гирю весом в 9 кг, а на другую чашу – 
гири весом в 1 кг, 3 кг и 27 кг.  
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Задача. Имеются неправильные чашечные весы, 
гири весом в 1 кг, 3 кг, 9 кг и 27 кг, пустое ведро и ме-
шок с золотым песком. Доказать, что с помощью пе-
речисленного инвентаря можно точно отвесить лю-
бое (целочисленное) количество килограммов золотого 
песка в промежутке от 1 кг до 40 кг.  

Еще задача. Имеются неправильные чашечные ве-
сы, мешок с (обычным) песком и девять одинаковых 
по виду монет, среди которых восемь настоящих и 
одна фальшивая. Все настоящие монеты одного веса, 
а фальшивая монета легче настоящих. Каково 
наименьшее число взвешиваний, позволяющее опреде-
лить фальшивую монету? 

На наш взгляд, эти задачи вполне могут быть адап-
тированы для использования в начальной школе. 

И еще задача. Имеются две монеты, слегка раз-
личающиеся по весу, мешок песка и неправильные  
чашечные весы. Требуется определить, которая из 
монет тяжелее. 

 

Рис. 22  
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23. Приложение для детей 

 

Расставьте, пожалуйста, числовые значения на гру-
зах так, чтобы весы находились в равновесии. 

 

 
Рис. 23 
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Рис. 24 

 

 

 

Рис. 25 
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Рис. 26 
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